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Trojthelniky SPK a SBT' jsou shodné. Shoduji se ve dvou stranach
a thlu @ jimi sevieném. Protoze je SK L PK, jei ST’ L BT', a tedy
pifmka BT’ je tetnou t' kruZnice k.

V roce 1900 pise Max Simon, piekladatel ,, Zakladi“ do néméiny: Kon-
strukee se mi tak zalibila, e jsem ji piedvedl v Mnichov& pfed stem vy-
znamnyjch matematiki, vétdinou vysokoSkolskych uciteld. Z4dny z nich
netusil, Ze je to konstrukce Eukleidova.

Je tkoda, Ze také nasi zaci se uéi konstrukei neptivodni (a slozit&jsi).

Magicka kocka

MARIAN TRENKLER, katedra geometrie a algebry Prirodovedeckej fakulty
Univerzity P. J. Safirika, Kogice

Uz od staroveku sa matematici (a nie len oni) zaoberali konstrukciami
magickych Stvorcov. Pravdepodobne prvym magickym $tvorcom je Stvo-
rec, ktory je na obrazku 1. Jeho vznik savisi so starou ¢inskou legendou
a je znamy ako Luo Shu (Luo river writing). Dodnes nie je zrejmy s-
vis medzi nim a matematickymi Stadiami v starej Cine. Tento magicky
Stvorec bol popisany uz v iestom storodf v praci Zhen Luana. Iny velmi
znamy magicky Stvorec (obr. 2) bol namalovany na obraze Melanchd-
lia ([2], str. 6) v¥znamnym renesanénym maliarom Albrechtom Direrom
v roku 1514 (tento letopodet je v strede dolného riadku)

1613|2113

41912 511011} 8

315|7 9161|712

8116 4151141
Obr. 1 Obr. 2

Magicky Stvorec radu n je $tvorcovd matica (Stvorcovd tabulka) rd-
du n, ktorej prvky st vietky prirodzené &isla z intervalu (l, 712>, pri¢om

250 ROZHLEDY MAT.-FYZ., ROCNIK 73, 1996

stiéty v kazdom riadku, v kazdom stlpci a aj v oboch diagonalach st rov-
naké. Lahko sa odvodi, ze sulty ¢isel vo vietkych riadkoch aj stlpcoch
n(n® +1)
7 .

V literattre (vid napr. [2]) je popisana konstrukcia magickych stvorcov
radu n pre vetky prirodzené ¢isla n # 2.

ZovSeobecnenim pojmu magicky $tvorec je magicka kocka. Na obriz-
ku 3 je nakreslend magickd kocka radu 4.

magického Stvorca radu n sa

Definicia. Magickd kocka radu n je trojrozmerna matica (tabulka)
Q. =1q(i,5,k); 1 4,5,k S0,
ktorej prvky st vietky prirodzené &isla z intervalu (1,n%), pridom plati
n n n

Sk =Ygtk = Y atigm = "D

z=1 =1 z=1 2

Kazdy prvok kocky je jednoznagne urceny trojicou &isel (4, j, k), ktoré
nazyvame suradnice prvku.

= . 20[15(62[33
16103461 () 37/58|11 24q i .120 14 1; 36/63])
18[13]64[35 1 sola02Lfoff P00} 922 19]46[31
st S 2053 28] 7|54]41 4
sl s 26] 5/50[43 625/44}55 S
Obr. 3

Magicky Stvorec radu 1 je aj magickou kockou rddu 1. Pretoze neexis-
tuje magicky Stvorec rddu 2, neexistuje ani magicka kocka radu 2.
V tomto prispevku dokazeme nasledujicu vetu:

Veta. Pre vSetky prirodzené ¢isla n # 2 existuje magicka kocka rddu n.

.Sk()r ako dokdzeme tuto vetu budeme sa zaoberat latinskymi $tvorca-
mi.

) Latinsky stvorec R, = [r(i,7); 1 £ 4, < n] radu n je $tvorcova matica
réadu n také, 7e v kazdom riadku aj stlpci sa nachddzaju permutécie mno-
ziny prirodzenych &isel {1,2,...,n}. Dva latinské Stvorce R, = [r(i,j)]
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a S, = [s(i, )] rddu n nazyvame ortogondine, ak n? usporiadanych dvojic
[r(i,5), s(3,5)], kde i,j € {1,2,...,n}, je navzajom réznych.
Dva ortogonalne latinské Stvorce radu 5 st uvedené na obrazku 4.

112131415 112134 54

21314]5]|1 5(1172|3]4

34|51 |2 41511123

4 |5(1]21]3 3415|112

511121314 2131451
Obr. 4

Ak sa pozorne pozriete na tito dvojicu ortogonalnych latinskych stvor-
cov, tak Tahko néjdete pravidlo, pomocou ktorého zostavite dvojicu or-
togondlnych &tvorcov pre vietky neparne prirodzené &sla n. Tento fakt
bol zndmy uz L. Bulerovi zatiatkom 18. storotia.

Bolo to viak a7 v roku 1960, ked R. C. Bose, S.S. Shrikhande a E. T
Parker (vid [1], str. 57) dokézali, Ze dva ortogondlne latinské Stvorce
radu n existujl prave vtedy, ked n # 2 a n # 6. Toto tvrdenie pouzijeme
v dokaze nasej vety.

DOKAZ VETY. Nech R, = [r(i,j): 1S4, j Enlas, = [s(i,5); 1
< i,j < n] st dva ortogondlne latinské Stvorce radu n a M,
= [m(i,j); 1 £4,j £ n] je magicky Stvorec radu n.

Definujme magickt kocku @, = [q{4,j,k): 1 <4, j,k £ n] nasledovne:

IHIA

q(i.j, k) = [s(i.r(j, k) — 1n? + m(i.s(j. k)) pre vietky 1 <ijkEn.
V styroch krokoch dokdzeme, Ze Q,, je magické kocka.

1. Vetky prvky §tvorcov R, a S, st z mnoZiny {1,2,....n} a vietky
prvky M, si z mnoziny {1,..., n?}. Z toho bezprostredne vyplyva, ze
pre véetky prvky @, plati 1 £ q(i.j. k) £ n®.

2.V tejto ¢asti dokaZeme, ze ziadne dva prvky Q. s roznymi indexami
nie st rovnaké.

Predpokladajme, ze plati (i, j. k) = q(i'. j'. k'), a ukdZeme. Ze z tohto
predpokladu vyplivajit rovnosti i =i, j = j', k = k'

Podla definicie magickej kocky Q, plati

[s(.r(5. k) = 1n? +m(i,s(j. k) = [s(i', r( R - lan +m(i’,s(j LK),
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apravou dostavame rovnost

=[s(,r(, k) = s(@, (", K )In® = m(i.s(, k) = m(@',s(5, K)- (1)

Bez ujmy na v3eobe-nosti, mézeme predpokladat, ze m(i,s(j,k)) 2
> m(i', s(j', k")). Pretoze vietky €isla v magickom $tvorci i z intervalu
(1,n?), ich rozdiel nie je nenulovym nasobkom &isla n?. Na lavej strane
(1) je celo¢iselny nasobok &isla n? a na pravej strane nezdporné &islo,
ktoré je bud nula, alebo nie je delitelné ¢islom n?. Rovnost vo vztahu (1)
nastdva preto prave vtedy, ked s(i,r(j, k)) — s(¢',r(j', k")) = 0. Z toho
vyplyvaji nasledujice dve rovnosti

s(i,r(j, k)) = s(@,r(§', k), 2
mii, s(j, b)) = m(@, s(7', k). (3)
V magickom $tvorci M, Ziadne dva prvky nie st rovnaké. Ak sa dva prvky

nAlagického Stvorca rovnajd, tak obe ich siradnice musia byf rovnaké,
tj. z (3) vyplyvaja rovnosti

i=d,  s(.k) = s K.
Dosadenim rovnosti i = i’ do (2) dostavame s(i,7(j, k)) = s(i,r (5", k")).
Pretoze S, je latinsky $tvorec, z rovnosti prvych stiradnic vyplyva rov-

nost druhych siradnic, tj. plati 7 (7, k) = r(j', k). Z predpokladov, 7e R,
a S, st ortogonalne latinské Stvorce, a zo vztahov

s(, k) = s(\ K, v k) = (i k)

dostavame rovnosti j = j', k= k'.
3. Dalej ukazeme, ze sucet ¢isel v kazdom ,riadku” je rovnaky.

n n

Zq(:x:,j, k)= Z[s(z, r(f,k)) — 1Jn* + Z m(z,s(j. k) =
z=1 z=1 2=1

e+ 1) N n?+1 nd+1

= [ 5 -—n]n +n——2 =n 5

analogicky dostdvame
n

n . 3
Zq(ivv,l;):Zq(i‘j,;r):nn +1.
=1

x=1 2
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4. Kongtrukcia magickej kocky pouziva dvojicu ortogondlnych latin-
skych tvorcov, a preto nie je pouZitelnd pre n = 6. Magickd kocka Qg je
uvedend v préci [3].

Pozndmka 1. Ak ste zistili ako sa dd urobif dvojica ortogonalnych
latinskych $tvorcov pre nepdrne n, tak z uvedeného lahko vytvorite
program pre poéitaé, ktory bude vytvarat magické kocky pre vietky
neparne n. Magicky Stvorec M, mdZete v programe nahradit Stvor-
com M: = [m*(i,5)], kde m*(i,j) = [r(¢,]) - 1]n? + s(i,j) pre vietky
1 £ 4,5 < n. V tomto $tvorcl nemusia byt sicty &isel na diagonélach
rovnaké, pretoZe to nevyuzivame.

Pri kontrukcii magickej kocky radu 4, ktord je nakreslend na obraz-
ku 3, sme vychadzali z magického $tvorca nakresleného na obrazku 2
a z dvoch ortogonalnych latinskych stvorcov, ktoré st nakreslené na ob-
razku 5.

1]12(3]4 112(3]4

21143 31412

314142 4134121

413241 2111413
Obr.5

Pozndmka 2. Zovieobecnenim uvedenej metddy sa daju vytvarat aj
magické hyperkocky radu n # 2,6 v p-rozmernom euklidovskom priesto-
re, kde p 2 4.
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Pravd veselost nejen nevadi distojnosti lidské. ale je i podstatnou pod-
minkou jeji dokonalosti.
Bernard Bolzano
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